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Motions　of　a　stretched　string　under　a　moving　load
（On　the　discontinuity　in　the　reactive　force　generated　at　the　location
of　the　moving　mass　particle）
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　　In　the　dynamical　system　which　consists　of　a　moving　mass　particle　and　a　stretched　string，　the
react三ve　force　generated　at　the　Iocation　of　the　moving　mass　particle　experiences　large　fluctuations．
　　This　paper　shows　the　mechanism　governing　this　phenomenon　in　the　reactive　force．　The　dis一
　　コ　　　　　　ら　　　　　　　　のcontlnulty　m　the　reactive　force　occurs　every　time　the　moving　mass　particle　encounters　the　kink　that
means　the　discontinuity　in　the　slope　of　wave　functions．　The　k五nk　is　perfectly　reHected　at　the　moving
mass　particle　and　its　magnitude　is　ampli丘ed　in　every　reHection．　The　discontinuity　in　the　reactive
force　becomes　larger　every　time　the　kink　is　reflected　at　the　moving　mass　part呈cle，　because　the　magni－
tude　of　the　discontinuity　in　the　reactive　force　呈s　proportional　to　that　of　the　kink．　But　occurrences
of　the　discontinuity　in　the　reactive　force　will　not　disturb　the　smoothness　in　the　trajectry　curve　of
the　moving　mass　particle．　The　nearer　the　moving　mass　particle　approaches　the　right　hand　rigidly丘xed
support，　the　shorter　the　time　interval　of　each　reHection　becomes　and　the　larger　the　magnitude　of　the
discontinuity　in　the　reactive　force　becomes。
　　This　paper　also　shows　that　the　kink　is　generated　by　the　initial　motion　of　the　moving　mass　pardcle．
　　Results　of　digital　simulations　show　validity　of　above　mentioned　analyses，
1．はじめに
　弦と移動荷重とが構成する力学系を波動関数を用いて
解く方法を前報で示した1）。そのなかで，弦の質量を考
慮した計算（波動を考慮した計算）では移動質点と弦と
の間に働く力の変動（厳密には力の不連続）が大きくな
ることを示した。この力の変動が大きいと移動質点は弦
に沿って移動できないこともある。たとえぽ走行するパ
ンタグラフと架線からなる集電力学系では，パンタグラ
フが架線からはなれる現象を離線と呼び，離線状態では
十分な集電を行えないので，電車の高速化をはかるには
離線開始速度を上昇させることが肝要であった。柴田は
パンタグラフー架線系の現象を架線のばね定数の不同に
よる係数励振型振動としてとらえ，共振速度として離線
開始速度を求めている2）。　しかし，移動質点の走行速度
が十分におそい場合でも弦と移動荷重との間に働く力の
変動は起こり，係数励振型振動として，この現象を説明
するのは無理がある。この現象は波動関数の勾配の不連
続に帰因するので3》，波動現象を表していない係数励振
型振動理論を直接適用するのは困難である。
　本報告では，移動質点と弦とが構成する力学系をとり
あげ，弦と移動質点との間に働く力の変動現象について
考察し，計算機シミュレーションを行ってこの考察の妥
当性を確認する。
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移動質点の水平方向走行速度
弦と移動質点との間に働く力
移動質点の鉛直方向変位
初期kinkとn回目の遭遇するまでに移
動質点が走行した距離
移動質点が左側固定端から出発するとき
水平方向となす角
弦の張力
弦の波動伝播速度
移動質点の後方にある弦中の進行波
移動質点の後方にある弦中の後退波
移動質点の前方にある弦中の進行波
移動質点の前方にある弦中の後退波
kinkの大きさ（波動関数の勾配の不連
続の大きさ）
弦の初期kinkの大きさ
弦の初期kinkが移動質点でn回目の反射
をうけたときのkinkの大きさ
澱比γ一鍔
弦長
弦の変位
移動質点の水平方向位置
2．　移動質点と弦とが構成する系の記述
　図1に示すように両端を固定して張られた弦上を質点
が一定速度で走行する場合について，以下の仮定を行っ
て系を記述する。
1．弦の曲げ剛性を無視する。
2．　弦の張力は十分に大きく振動によって張力変動はな
　いものとする。
3．運動は鉛直面内だけを考える。
4．弦の変位は弦の長さにくらべて十分小さいものとす
　る。
5．　弦の内部摩擦等の減衰は無視する。
　また，以下の解析では結果に影響を及ぼさないので，
弦の自重による静たわみは除外してある。前報1，の式
y
FR．
m　　γ
図1　移動質点と弦とが構成する系
（2），（3），（4），（8｝および（25）より以下の式（1）～（5）を得る。
　移動質点の後方および前方にある弦の変位は波動関数
を用いてそれぞれ次式で与えられる。
　　　y（x，彦）＝ノ1＠－ct）＋9i（x＋ct）　　　・・〈1）
　　　y（x，t）＝プ〉（x－ct）十92（x十ct）　　　　　・一（2）
　移動荷重の着力点における弦の変位の連続性は次式で
表される。
　　　fi〔（v－c）t〕＋9・〔（w＋c）彦〕
　　　　＝f2〔（v－c）t〕十92〔（v十c）t〕　　　　　　・一（3）
　移動荷重の着力点における弦の動的平衡条件は次式で
表される。
　　　fit〔（v－c）t〕＋9・t〔（v＋c）彦〕－f2’〔（v－c）彦〕
　　　　一・・’（（・＋の・〕一、t，／c）・・穿…（・）
　走行する質点の運動方程式は次式で与えられる。
　　　・一・ll2igegi－mg－F・　　　…（・）
　移動質点の着力点における弦と質点の変位が一致する
条件は次式で与えられる。
　　　Ym＝f2〔（v－c）t〕一ト92〔（v一トc）t〕　　　　　　・t・（6）
　本論文で行う解析は上記式（3），（4），（5）および（6｝を用い
て行う。
3．移動質点とkinkが出会うときの挙動
　波動関数の勾配に不連続があるとき，これをkinkと
呼ぶことにする。kinkがある場合について以下で考察
する。
　移動質点の前方から向ってくる後退波g2（x＋ct）中に
kinkがあるとする。このkinkが，時刻‘oに点x＝x。
（＝vto）において移動質点に出会うものとしよう。この
ときkinkの大きさを次式で表す。
　　　・2・（（・＋・）t・〕／：1：一・w　　…（・）
式（7）は波動関数g2（x＋ct）の勾配における不連続を表
す。
　式（3）をtで微分し，式（4）からft’〔（v－c）t〕を消
去すると次式を得る。
　　　9・t〔（v＋c）t〕＝＝g2t〔（v＋・）・〕＋去・詳c・一争
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　…（8）
式（8）を用いて時刻t＝t。近傍で極限操作を行うと次式
を得る。
　　　　　　　　　to十〇　　　　　　　　　　　　　　　to十〇
　　　σ・’〔（v＋・）彦。〕　＝9・’〔（v＋c）彦。〕
　　　　　　　　　to－O　　　　　　　　　　　　　　　to－O
　　　　　　　　　　　　　　　　　to十〇
　　　　結一・毒・÷’・・（・・）　一（・）
　　　　　　　　　　　　　　　　　to－O
（38）
移動荷重をうける弦の運動に関する研究
もし質量の無い一定集中荷重が走行する場合には式（9）
の第2項は消減するので次式を得る。
　　　　　　　　　to十〇　　　　　　　　　　　　　　　　　　to十〇
9・’〔（w＋c）to〕
torO
＝9・’〔（v＋c）彦。〕
to・－e
二＝δτσ
〈10）
すなわち，kinkは，何ら変化をうけずに移動荷重を通過
して行く。
式（3）を彦で微分し，式（4）から91ノ〔（v＋c）t〕を消
去すると次式を得る。
　　　FE　＝2・　c－v　・S・｛fiノ〔（w－c）t〕－f2’〔（v－c）t〕｝
式（11）を式（5）に代入すれば次式を得る。
　　　郷4診一剛・・午・s・
　　　　｛f2’〔（v－c）t〕－f2’〔（v－c）t〕｝
式（6）をtで微分すると次式を得る。
　　　4診一岳（dymdt）一畜
・（ユユ）
…（12）
　　　　｛（v－c》」・’〔（v－c）t〕＋（v＋の9・’〔（v＋c）t〕｝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　…（13）
式（13）を式（12）に代入して積分すれば次式を得る。
　　（w－c）f2’〔（v－c）t〕＋（v＋c）92’〔（v＋‘）彦〕
　　　＝D＋σt＋2・⊥・｛fi〔（。－c）t〕－f2〔（v－c）t〕｝
　　　　　　　　　mc
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　…（14）
ここにDは積分定数である。
　式（14）より，乃ノ〔（v一の彦〕について解くと次式とな
る。
　　f2’〔（。一、）’〕＝・＋”・σ、’〔（v＋、）‘〕＋1・D
　　　　　　　　　c一v　　　　　　　　　　η一c
　　　＋1・gt＋2・1・⊥・
　　　　　　　　　　　　　　　mcv－cw－c
　　　　｛fi〔（v－c）彦〕－f2〔（v－c）彦〕｝・　　　　　　　…　（15）
式（7）で表されるkinkが移動質点に出会うとき，
f2’〔（v－c）t〕における不連続の大きさは次式で表され
る。
　　　　　　　　to十〇　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　to十〇
　　f2’〔（。－c）t。〕　　c＋v・σ，’〔（v＋c）t。〕
　　　　　　　　　　　　c－v
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　to－O　　to－O
　　　　　　　　　　　　　　‘o十〇to十〇
十　D
　η一c
to－・O
　　gt十；
　7－c
｛f・（v－c）t・〕
te十〇
to－0
to－・O
????2十
一f2〔（v－c）彦o〕
‘o十〇
to－O
｝
…（16）
式（16）において，右辺第1項はc＋v・δw’であるL
　　　　　　　　　　　　　　　　c一η
第2，第3項が零になるのは明らかである。第4項で
は，波動関数fi〔（V－c）t〕あるいはf2〔（v－c）彦〕が連
続であれぽこの項は零になる。ここではfi［（v－c）t］と
f2〔（v－c）t〕の連続性だけが問題となっている。したが
って，fi〔（v－c）t〕とf2〔（v－c）t〕がたとえ折れ曲がっ
ていても連続でさえあれば（この場合，微分係数をもた
ないが）式（16）の右辺第4項は零になる。弦が切断する
ような条件ががないかぎり波動関数の連続性を損うこと
はないので，式（16）右辺等4項は零とおいて問題はな
い。以上の考察の下に式（16）は次式となる。
　　　　　　　　to十〇　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　to十〇
　　f2’〔（。一，）’。〕　＝6＋”・σ、’〔（v＋・）’。〕
　　　　　　　　　　　　c－v
　　　　　　　　to－O　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　te－O
　　　コc＋v．δw　　　　　　　　　…（17）
　　　　c－v
　式（7），（17）および式（3）をtで微分した式より次式
を得る。
　　　　　　　　　　to十e　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　eo十〇
　（v－c）f・’〔（v－c）t。〕　＋（v＋c）9・’〔（v＋c）t・〕　＝O
　　　　　　　　　　to－O　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　to－－O
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　…（18）
　g2’〔（W＋C）to〕の不連続のみを仮定しているから，　fl’
〔（v－c）to〕は連続である。したがって式（18）より次式
を得る。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　to十〇to十〇
（39）
f・’〔（v－‘）彦・〕 ＝9・’〔（v＋c）t・〕
　　　　　　　　　te－Oto－0
式（7），（9）および（19）より次式を得る。
to十〇
＝　O…　（19）
　　F。（彦0）　＝＿2c＋v・S・δw　　…（20）
　　　　　　　　　　　c
　　　　　to－・O
　式（17），（19）および（20）より以下のことがわかる。移
動質点の前方から来たkinkは，移動質点に出会うと完
全に反射され，その大きさはc＋v／c－v倍に拡大増幅さ
れ，同時に弦と移動質点との間に働く力F．も不連続に
なる。
4．弦の初期kink
　e．　C，では，移動質点が左側固定端から静止している弦
　　’　　
に乗り移るときに生じるkinkについて調べる。
　図2に示すように移動質点が左側固定端から弦に乗り
移ると，この間に波動が到達するA点および移動質点の
着力点Pで弦はおれまがるが，まだ波動が及んでいない
Aより先にある弦は静止している。角PAOをδWoで表
すと，これが弦の初期k圭nkの大きさとなる。移動質点
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図2　弦の初期kink
が左側固定端から水平方向とgの角度で出発すると，幾
何学的関係により次式を得る。
　　　wt　tan　ep　＝（c－v）ttanδWo　　　　　　　　　　　…　（21）
角ψおよびδw。は微小であるから，式（21）より次の関
係を得る。
　　　δτσ。＝　　v　　　・ψ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　鱒く22）
　　　　　　c－v
このようにして発生した弦の初期kinkは，波動伝播速
度で前方に伝わって行き，右側固定端で反射され進行方
向をかえて移動質点に向って来る。前方からもどって来
た弦の初期kinkが移動質点に出会うと移動質点で完全
に反射され，同時にその大きさをc＋v／c－v倍され方
向をかえて前方に進んで行く。このようにして，弦の初
期kinkが移動質点とn回目の遭遇する問に，移動質点
が移動した距Ut　Xnは次式で与えられる。
　　　Xn　＝（1一γn）1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　…　（23）
ここに，γ＝（c－v）／（c＋v）である。
　n回目の反射時にkinkの大きさδwnは次式で表され
る。
　　・w・一（1圭￥）ηδ駒一ナ伽
式（22）および（24）より次式を得る。
　　δw・　・＝　一｝・一：lv・・ナ
…（24）
…（25）
　式（25）および（20）よりn回目の反射がおきるとき，弦
と移動質点との間に働く力Fnは次式で表される大きさ
の不連続を生じる。
　　　　　　‘o十〇
　　　＆ω一一・÷S…γ詣…（26）
　　　　　　to－o
このようにして，klnkが移動質点で反射されるたびにそ
の大きさを増し，同時にFEの不連続の大きさも増大す
る。
5．　移動質点の走行軌跡
　kinkが移動質点で反射されると弦と移動質点との間
に働く力が不連続になることがわかった。この力の変動
によって移動質点の描く走行軌跡がどうなるか以下で調
べてみる。
　移動質点の水平方向位置をx，・＝τtoとすると，
　　　絵一害畿・奮勘・絵
であるから，式（6）より次式を得る。
　　v・害畿一（v－c）f・’〔（v－c）t・〕　　　・
　　　　十（v十c）g2’〔（v→－c）te〕　　　　　　　　　　　　　…　（27）
式（27）を変形して極限操作を行うと次式となる。
　　　　　　to＋o　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　te＋o
　　　絵　一・デ瓢（・－c）・・）
　　　　　　tq－o　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　to－o
　　　　　　　　　　　　　　　to十〇
　　　　　v十c　　　　　　　　・92’〔（v＋c）t。〕　　　　　…（28）　十
　　　　　　　　　　　　　　　to－・o
式（7）および（17）より次式を得る
　　　　　　to十〇
　　　dym　　　　　　　　＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・一（29）
　　　dXv
　　　　　　to－－O
　すなわち移動質点の走行軌跡は連続である。
　走行軌跡（変位）は連続であるが力の不連続があるの
で移動質点の加速度は変化する。とくに移動質点が右側
固定端に近づくにつれて力の不連続が発生する時間間隔
は短かくなり不連続の大きさが大きくなるので移動質点
の加速度変動も大きくなる。
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　　　　図3　移動質点の軌跡と弦が移動質点に及ぼす力
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6．シミュレーシHン結果
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　図3は，①弦の質量を無視した場合，②弦の質量を考
慮した場合，について移動質点の走行軌跡と移動質点の
着力点において弦と移動質点との間に働く力を描いたも
のである。’この計算に用いた数値は
　mg＝＝5，000kgf，　S＝50，000　kgf，　c＝140m／s，　v＝14m／s
である。実線は移動質点の重量を静的に負荷したときの
着力点変位を表している。弦の質量を無視した場合と弦
の質量を考慮した場合とでは，移動質点の走行軌跡はほ
ぼ一致しているが，弦と移動質点との間に働く力は両者
で異っている。後老の場合には，移動質点が右側固定端
に近づくにつれて力の変動する間隔が短かくなりかつそ
の大きさも大きくなっている。移動質点の走行軌跡はな
めらかで連続であることがわかる。
　図4は弦と移動質点との間に働く力を移動質点の水平
位置と対応させて図3よりもこまかく描いたものであ
る。本来は横にならべてつなぐべきであるが便宜上切り
取ってたてにならべてある。（a）は弦の初期kinkが移動
質点で1回目の反射をうけた場合，（b）は反射がない場
合，以下（h）まで反射がある場合とない場合とが描いてあ
る。なお括弧内の数字は，式（23）より計算した反射がお
こる水平位置xnを表している。（a）～（h）より①弦の初期
kinkが移動質点で反射されるたびに弦と移動質点との
間に働く力が変動しかつその大きさが大きくなること，
②弦の初期kinkの反射が無い場合には弦と移動質点と
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図4　弦と移動質点との間に働く力（弦の初期kinkが移
　動質点で反射される場合と反射がない場合との比較）
表1　弦の初期kinkが移動質点で反射されるとき弦と
　　　移動質点との間に働く力の不連続の大きさ圏
n
????????? ? ?? ?
Xn（m）
9．09
16．53
22．61
27．59
31．67
35．00
37．73
39．96
41．78
43．28
44．50
45．　50
46．32
46．99
47．54
・・11：二1（…）
rp＝＝4．76×10－3
　71
　87
　106
　130
　159
　194
　237
　290
　354
　433
　529
　647
　790
　966
1，181
dFβ（kgf）
simulation
　86
　38
　77
　　9
　76
　191
　343
　286
　229
　410
　982
1，068
1，049
　744
1，440
（41）
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の間に働く力の変動がなめらかであること，がわかる。
　弦と移動質点との間に働く力の不連続の大きさを式
（26）から計算した値とシミュレーショソから求めた値と
を表1に示す。ただしψの値はシミュレーショソ結果か
ら求めてある。表1では式（26）による値とシミュレーシ
ョンによる値とはかならずしも一致していない。これ
は，①シミュレーショソが有限時間幅の計算であるのに
対し，式（26）は無限小時間での極限操作に基いているこ
と，②シミュレーションでは移動質点の着力点近傍にお
ける波動関数を定めるのに内挿や外挿を用いているため
kinkの大きさがかわること，などによると思われる。
7．　おわりに
　本論文では弦と移動質点との問セこ働く力の変動現象に
ついて考察し，計算機シミュレーションを行って，この
考察の妥当性を確認した。
　本論文で明らかとなった点は以下のようである。
　（1）移動質点が弦に乗り移るとき波動関数の勾配に不
連続（弦の初期kink）が発生すること。
　（2）kinkが移動質点に出会うと完全に反射され，その
大きさが拡大されること。
　（3）kinkが移動質点で反射されると，弦と移動質点と
の間に働く力に不連続が生じ，その不連続の大きさは
kinkの大きさに比例すること。
　（4＞力の不連続が生じても移動質点の走行軌跡はなめ
らかであること。
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